4.3. HOMOMORFIiZMALAR:

Tanim 4.3.1. R ve § iki halka ve f:R— S bir fonksiyon olsun. Eger Va,be R igin

f(la+b)=f(a)+f(b) ve f(ab)=f(a)f(b) ise fye, Rden Sye bir halka
homomorfizmasi denir.

Not: f:R— S bir halka homomorfizmas: ise tamimdan f:(R,+)—(S,+) bir grup

homomorfizmasi oldugu anlasilir. O halde grup homomorfizmasindaki 6zellikler burada da
saglanir. Asagidaki teorem grup homomorfizmalarindaki ilgili teoremden saglanir.

Teorem 4.3.2. f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda
(i) f(0,)=0 olur.
(ii) YaeR igin f(—a)=-f(a) olur.

ORNEK: R ve S iki halka olmak iizere Vae R igin f(a)=0, ile tamml f:R—S

dontisimii  bir  halka  homomorfizmasidir.  Gergekten  de Va,be R icin



(ab)=0, olup f(a+b)=0,=0,+0,=f(a)+f(b) ve

ORNEK: neZ" olmak iizere f:Z—Z,,x— f(x)=x fonksiyonunu goz Gniine alalim.
Vx,yeZ icin f(x+y)=x+y=)_c+;=f(x)+f(y) ve f(xy)zE:)_c-;zf(x)f(y)
oldugundan f bir halka homomorfizmasi olur. Ayrica Vxe Z, icin f(x) =x oldugundan f

ortendir.

Teorem 4.3.3. f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(i) R nin her alt halkasinin f altindaki goriintiisii S nin bir alt halkasidir.

(if) S nin her alt halkasimin f altindaki ters goriintiisii R nin bir alt halkasidir.

(iii) S nin her idealinin f altindaki ters goriintiisii R nin bir ideali olur.

Ispat: (i) R nin herhangi K alt halkasini alahm. f(K) kiimesinin S nin bir alt halkast

oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. K, R nin bir alt halkasi oldugundan & # K < R olup
@+ f(K)cS olur. Herhangi x,ye f(K) alalim. x,ye f(K) oldugundan x=f(a) ve



y=f(b) olacak sekilde Ja,be K vardir. a,be K ve K, R nin bir alt halkasi oldugundan
a-be K ve abe K olup f(a—b)e f(K) ve f(ab)e f(K) olur. Ote yandan f bir halka
homomorfizmast oldugundan f(a—b)= f(a+(=b))=f(a)+f(-b)=f(a)-f(b)=x—-y
ve f(ab)=f(a)f(b)=xy olur. O halde x-ye f(K) ve xye f(K) olur. Yani
Vx,ye f(K) i¢in x—ye f(K) ve xye f(K) olup ilgili teoremden f(K) kiimesi S nin

bir alt halkasi olur.
(ii) S nin herhangi T alt halkasim alalim. f~'(7') kiimesinin R nin bir alt halkasi oldugunu

gosterirsek istenen elde edilir. f:R — S bir halka homomorfizmas1 oldugundan ilgili
teoremden f(0,)=0,€T olup O,e f'(T) olur. O halde f'(T)#< olur. Ayrica
f(T)cRdir. Boylece ©@#f'(T)cR olur. Herhangi a,be f'(T) alahm.
a,be f7'(T) oldugundan f(a),f(b)eT olup T, Snin bir alt halkasi oldugundan
f(a)-f(b)eT ve f(a)f(b)eT olur. Ote yandan f:R— S bir halka homomorfizmast
oldugundan f(a—b)=f(a+(-b))=f(a)+f(-b)=f(a)-f(b) ve f(ab)=f(a)f(b)
olur. O halde f(a—b)eT ve f(ab)eT olup a—be f'(T) ve abe f™'(T) olur. Yani



Va,be f7'(T) i¢in a—be f'(T) ve abe f(T) olup ilgili teoremden f~'(T) kiimesi R
nin bir alt halkasi olur.

(iii) S nin herhangi J idealini alahm. f~'(J) kiimesinin R nin bir ideali oldugunu gosterirsek
istenen elde edilir. f:R— S bir halka homomorfizmas: oldugundan ilgili teoremden
f(0,)=0,€J olup 0,€ f'(J) olur. O halde f™'(J)#< olur. Ayrica f'(J)c R dir.
Boylece @# f'(J)cR olur. Herhangi a,be f~'(J) ve herhangi re R alalim.
a,be f'(J) ve re R oldugundan f(a),f(b)eJ ve f(r)e S olup J, Snin bir ideali
oldugundan f(a)-f(b)eJ, f(r)f(a)eJ ve f(a)f(r)eJ olur. Ote yandan f:R— S

bir halka homomorfizmasi oldugundan
(a=b)=f(a+(-b))=f(a)+f(-b)=f(a)- £ (b). f(ra)=£(r)f(a) ve
(r) olur. O halde f(a—b)eJ, f(ra)edJ ve f(ar)eJ olup

a-be f'(J), rae f7'(J) ve are f7'(J) olur. Yani Va,be f7'(J) ve VreR igin
J

(a

( r)=f(a)
()
f(J), rae f'(J) ve are f7'(J) olup tanimdan f~'(J) kiimesi R nin bir ideali

olur.



Teorem 4.3.4. f:R — S bir orten halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda

(i) R nin her idealinin f altindaki goriintiisii S nin bir ideali olur.

(if) R birimli ise S de birimlidir.

(iii) R degismeli ise S de degismelidir.

Ispat: (i) R nin herhangi [ idealini alahm. f (/) kiimesinin S nin bir ideali oldugunu
gosterirsek istenen elde edilir. /, R nin bir ideali oldugundan @# 1 cR olup @ = f(I)c S
olur. Herhangi x,ye f (/) ve herhangi s€ S alalm. x,ye f(I) oldugundan x= f(a) ve
y=f(b) olacak sekilde Ja,pbel vardir. s€ S ve f orten oldugundan f(r)=s olacak

sekilde Ire R vardir. I, R nin bir ideali oldugundan a-bel, rael ve arel olup
f(a=b)e f(I), f(ra)e f(I) ve f(ar)e f(I) olur. Ote yandan f bir halka
homomorfizmasi oldugundan f(a—b)=f(a)—f(b)=x—y, f(ra)=f(r)f(a)=sx ve
f(ar)=f(a)f(r)=xs olur. O halde x—ye f(I), sxe f(I) ve xse f(I) olur. Yani

Vx,ye f(I) ve Vse S i¢in x—ye f(I), sxe f(I) ve xse f(I) olup tammdan f (I)
kiimesi S nin bir ideali olur.



(if) R birimli olsun. Herhangi xe S alalim. x€ S ve f drten oldugundan f (a)=x olacak
sekilde Jae R vardir. ae R ve 1,, R nin birimi oldugundan al,=1,a=a olup
f(aly)=f(1za)=f(a)=x olur. Ote yandan f bir halka homomorfizmasi oldugundan
flalg)=f(a)f ()= (1) ve f(lga)=f (1) f(a) = f (1) x olup
xf (1) = f (1) x=x olur. Yani Vxe S icin xf (1,)=f(1,)x=x olup f(1,) elemam S nin

birimi olur.
(iii) R degismeli olsun. Herhangi x,ye S alalim. x,ye S ve f drten oldugundan x = f (a)

ve y= f(b) olacak sekilde Ja,be R vardir. a,be R ve R degismeli oldugundan ab=ba
olup f(ab)=f(ba) olur. Ote yandan f bir halka homomorfizmasi oldugundan
f(ab)=f(a)f(b)=xy ve f(ba)=f(b)f(a)=yx olur. O halde xy=yx olur. Yani
Vx,ye S icin xy = yx olup S degismeli olur.

Tanim 4.3.5. f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Eger f hem birebir, hem de orten
ise f ye bir halka izomorfizmasi denir. Bu durumda R ve S halkalar1 izomorfturlar denir ve
genellikle R= S ile ifade edilir.



Tamm 4.3.6.f:R— S bir halka homomorfizmasi olsun. f~'(0) :{xe R‘ f(x)= OS}
kiimesine f nin cekirde@i denir ve genellikle Cekf ile ifade edilir. Yani
Cekf = 7 (05) ={xe R|f (x) =05} olarak tanimlanr.

Teorem 4.3.7. f:R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda f nin birebir olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul Cekf ={0,} olmasidur.
Ispat: Grup homomorfizmalarindaki gibi yapilabilir.

ORNEK: neZ* olmak iizere f:Z —Z ,x— f(x)=x orten halka homomorfizmasinin
cekirdegini bulalim. x€ Z olmak iizere

xe Cekf & f(x)za(:);:ﬁ(:) xEO(modn)(:)n|x(:) x€nZ=(n)
denkliklerinden Cekf =nZ =(n) oldugu anlasilr.



Teorem 4.38. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda
@:R—>R/I,r—>@(r)=r+I ile tammh ¢ doniisiimii bir 6rten halka homomorfizmasidir.

Ayrica Cek@=1 olur. Bu halka homomorfizmasina dogal halka homomorfizmasi denir.
Ispat: @nin bir fonksiyon oldugu agiktir. Ayrica ¢@nin tanimindan Vx,ye R icin

p(x+y)=x+y+I=x+1+y+I1=0(x)+¢(y) ve
p(xy)=xy+1=(x+1)(y+I1)=¢(x)@(y) olup ¢ bir halka homomorfizmasi olur. Burada
yine ¢ nin tammindan Vr+1€ R/ 1 igin ¢(r)=r+1 olup ¢ orten olur.

Ayrica xe R olmak iizere
xe Cekp & p(x)=0,, @ x+I=1xel
denkliklerinden Cek@ =1 oldugu anlasilir.

Teorem 4.3.9. (Homomorfizma Teoremi). f:R— S bir halka homomorfizmas: ve
Cekf = K olsun. Bu durumda

(i) K, R nin bir idealidir.
(ii) R/K = f(R) olur.



Ispat: (i) 0,e Cekf =K oldugundan K #& olup ayrica K c R oldugundan &+ K c R
olur. Herhangi a,be K ve herhangi re R alalim. a,be K =Cekf oldugundan
f(a)=71(b)=0, olup f  bir halka homomorfizmast oldugundan
f(a-b)=F(a)- £ (b)=0;. £ (ra)=£(r) £ (a)= £ (r)0, =0, ve
f(ar)=f(a)f(r)=0,f(r)=0y olur. O halde a-be Cekf =K, rae Cekf =K ve
ar € Cekf = K olup K, R nin bir ideali olur.

(i) f:RIK— f(R),r+K — f(r+K)=f(r) doniisimiinii tanimlayalim. £ nin kapal
oldugu aciktir. x+ K =y+ K olan herhangi x,ye R alalim. x+ K =y+ K oldugundan
x—ye K=Cekf olup f(x)—f(y)=f(x—y)=0, olur. O halde f(x)=f(y) olup f iyi
tanimlt  olur. Ayrica f bir halka homomorfizmasi oldugundan 7nin tanimindan

Vx+K,y+Ke R/K igin

?(x+K+y+K):?(x+y+K):f(x+y):f(x)+f(y):7(x+K)+?(y+K)

PG+ K)(y+K))=f (o +K) = f ()= £ () f (y) = f (x+ K) f (y+ K)
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olup 7 bir halka homomorfizmasidir.

f(x+K)=f(y+K) olan herhangi x+K,y+Ke R/K alalm. f(x+K)=f(y+K)
oldugundan  f(x)=f(y) olup f(x—y)=f(x)-f(y)=0, olur. Bu durumda
x—ye Cekf =K olup x+K =y+K olur. O halde ? birebir olur. Herhangi ae f(R)
alahm. ae f(R) oldugundan f(x)=a olacak sekilde Jxe R vardir. Burada f nin
tamimindan f (x+K)= f(x)=a olup f orten olur.

7 ‘R/IK—>f (R) birebir ve Orten bir halka homomorfizmas: oldugundan bir halka

izomorfizmasi olup R/ K = f (R) olur.

Sonu¢ 4.3.10. f : R — S bir orten halka homomorfizmasi ve Cekf =K ise ¢:R—>R/K
dogal halka homomorfizmas: ve f:R/K — f(R)=S,r+K —)7(r+K) = f(r) ile tamimh

halka homomorfizmas1 olmak iizere f :70¢ olur. Burada f nin bdyle yazilisina dogal
ayrisim denir.
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Sonu¢ 4.3.11. f:R — S bir halka homomorfizmasi1 ve Cekf =K ise ¢: R — R/ K dogal
halka homomorfizmasi, f:R/K — f(R),r+K — f(r+K)=f(r) ile tamml halka
homomorfizmasi ve i:f(R)—S,x—i(x)=x ile tamml halka homomorfizmasi olmak

tizere f =i o?o(p olur. Buradaki i birebir homomorfizmasina gomme homomorfizmasi, f
nin boyle yazilisina dogal ayrisim denir.

4.3.12. Teorem (1. izomorfizma Teoremi). R bir halka, S, R nin bir alt halkasi ve I, R nin
bir ideali olsun. Bu durumda S+1 = {s+a|se Sveael } kiimesi R nin / idealini kapsayan

bir alt halkasi olur. Ayrica S/ kiimesi S nin bir ideali ve (S+17)/1=S/(SNI) olur.
Ispat: 0,€ S oldugundan Vxe I igin x=0,+xe S+ olup I =S+ olur. Burada [ #J

oldugundan S+1# olur. Ayrica S+1 c R oldugu da agiktir. Yani &#S+1cC R olur.
Herhangi x,ye S+ alalim. x,ye S+ oldugundan x=s,+a, ve y=s, +a, olacak sekilde

ds,,s,€ S ve Jda,,a,e I vardir. x=5,+a, ve y=s,+a, oldugundan x—y=s,—s,+a, —a,
ve xy=s,s, +s5,a, +as,+aa, olur. Burada s,,s,€ S ve S, R nin bir alt halkas1 oldugundan

s,—s,€S ve ss5,€8 olur. a,a,el ve I, R nin bir ideali oldugundan a,—a,€ [ olur.
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Ayrica 5,a,,a,8,,a,a, € 1 olup s,a, +as,+aa, el olur. O halde
xX—y=s-S5,+ta—-a,€S+1 ve xy=ss,+sa,+as,+aa, €S+ olup ilgili teoremden
S +1 kiimesi R nin bir alt halkas1 olur. Ayrica I < S+ oldugundan ilgili teoremden 1, S +1

nin bir ideali olup (S+17)/1, R/Imn bir alt halkasi olur.

fiS—=(S+I)/1,x— f(x)=x+1

dontistimiinii  tanimlayalim. 0,/ oldugundan Vxe S i¢in x=x+0,e S+ olup f
kapalidir. f nin 1yi taniml oldugu da agiktir. Yani f bir fonksiyon olur. Ayrica Vx,ye S icin
fx+y)=x+y+I=x+I+y+1=f(x)+f(y)

ve

flo)=xy+l=(x+1)(y+1)=1(x)f(y)

olup f bir halka homomorfizmas: olur. Herhangi ye (S+1)/1 alalim. ye (S+1)/1

oldugundan ; =y+1 olacak sekilde dye S+1 vardir. ye S+ oldugundan y=s+a

olacak sekilde ds€ S ve Jdae I vardir. y=s+a oldugundan y—s=ael olup y+I=s+1

olur. Burada se S icin f nin tanimindan f(s)=s+1=y+I=y olur. O halde f Grtendir.

x€ S olmak iizere
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xeCekf & f(x)=0,, ©x+I=1xel o xeSNI
denkliklerinden Cekf =S (11 oldugu anlasilir. O halde Homomorfizma Teoreminden
(S+1)/1=S/(SNI) olup istenen elde edilir.

Teorem 4.3.13.(2. izomorfizma Teoremi). f : R — S bir 6rten halka homomorfizmas1 ve
Cekf = K olsun. Bu durumda S nin idealleri ile R nin K y1 kapsayan idealleri arasinda

- f (I ) seklinde birebir ve Orten bir esleme yapilabilir. Burada S nin bir / ideali
verildiginde J = f~'(I) olmak iizere R/J =S/1 olur.

Ispat: ilgili teoremden S nin her I ideali icin f~' (I), R nin bir ideali olur. Ayrica O € [
oldugundan Cekf = f~' (05)c f B (1) olur. f:R— S bir orten fonksiyon oldugundan S nin
her T alt kiimesi icin f ( f (T)) =T oldugu gosterilebilir (ODEV). O halde S nin
f(1)=r"(1,) olan her I, ve I, idealleri igin f(f’l (Il)) = f(f’l (12)) olup
f (f*1 (1, )) =1 ve f (f*l (12)) =1, oldugundan I, =1, olur. R nin K y1 kapsayan herhangi T

idealini alalim. f ( T) = L diyelim. f 6rten oldugundan ilgili teoremden L, S nin bir ideali olur.
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Herhangi €T alalim. t€ T oldugundan f(t)e f(T)=L olup te f~'(L) olur. O halde
T < f'(L) olur. Herhangi xe f™'(L) alahm. xe f™'(L) oldugundan f(x)e L=f(T)
olup f(x)= () olacak sekilde 3re T vardir. f(x)= f(¢) ve f bir halka homomorfizmasi
oldugundan f(x—t)=f(x)—f(¢)=05 olup x—te Cekf =K olur. x—te K ve KT
oldugundan x—te€T olup ayrica te€T ve T, R nin bir ideali oldugundan x=x—-t+teT
olur. O halde f™(L)<T olup ayrica T < f' (L) oldugundan f™'(L)=T olur. Béylece S
nin idealleri ile R nin K y1 kapsayan idealleri arasinda I — f~' (I) seklinde birebir ve drten
bir esleme yapilabilir.

Simdi 7, S nin bir ideali ve J=f"(I) olsun. R/J=S/I oldugunu gosterirsek
istenen elde edilir.

h:R—S/I,x—h(x)=f(x)+1

donlisiimiinii  tammmlayalim. %~ nin bir fonksiyon oldugu acgiktir. Ayrica f bir halka
homomorfizmasi oldugundan Vx, ye R i¢in

h(x+y)=f(x+y)+I=F(x)+f(y)+I=F(x)+1+f(y)+I=h(x)+h(y)
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()= f () +1=f(x) f (0)+1=(f () +1)(f (y)+1)=h(x)A(y)
olup / bir halka homomorfizmast olur. Herhangi y+1€ S/1 (ye S) alahm. ye S ve forten
oldugundan f(x)=y olacak sekilde 3xeR vardir. Burada h nin tammindan
h(x)=f(x)+1=y+1I olup & brten olur. Ote yandan x€ R olmak iizere

xe Cekh < h(x)=0,, & f(x)+1=1 f(x)el o xe f(I)=J
denkliklerinden Cekh=J oldugu anlagilir. O halde Homomorfizma Teoreminden
R/J =h(R)=S/I olup istenen elde edilir.

Sonuc 4.3.14. R bir halka ve 7, R nin bir ideali olsun. Bu takdirde R nin / y1 kapsayan idealleri
ile R/ ninidealleri arasinda K — K /I seklinde birebir bir esleme yapilabilir.

Ispat: p:R—>R/I,x— @(x)=x+1 dogal homomorfizmasin alirsak yukaridaki teoremden

istenen elde edilir.

ORNEK: f:Z —>7,,x— f (x) =x orten halka homomorfizmasindan yararlanarak L,

halkasinin ideallerini bulalim. Daha dnce Cekf =10Z =(10) oldugunu gostermistik. O halde
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Z,, halkasinin idealleri me Z* ve (10) € mZ =(m) olmak iizere f(mZ)= (n_1) seklindedir.
Burada (10) © mZ =(m) <> m|l0 denkligi vardir. m[10kosulunu saglayan pozitif tamsayilar

1, 2, 5 ve 10 tamsayilaridir. O halde Z,, halkasinin idealleri (i), (5), (5) ve (1_0)=(6)

idealleridir.

Tanim 4.3.15. Birimli bir halkanin biriminin tirettigi alt halkaya bu halkanin asal alt halkasi
denir.

Tanimdan bir birimli halkanin asal alt halkasinin o halkanin birimini kapsayan en
kiiciik alt halkas1 oldugu anlasilir.

Teorem 4.3.16. Bir tamlik bolgesi karakteristigi sifir olan bir asal alt halkaya sahip ise Z ye,
karakteristigi p asal tamsayisi olan bir asal alt halkaya sahip ise Z ye izomorf bir asal alt

halka kapsar.
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Ispat: R bir tamlik bolgesi olsun. f:Z —R.n— f (n)=nl, doniigiimiinii tanimlayalim. f
nin bir fonksiyon oldugu acgiktir. Ayrica ilgili teoremden Vm,neZ  ig¢in
f(m+n) =(m+n)1R =ml, +nl, = f(m)+f(n)

ve

S (mn) = (mn) 1, = (mn)(11,) = (mly ) (nlg) = f (m) f ()

olup f bir halka homomorfizmasi olur. Burada Z kendisinin bir alt halkas1 oldugundan ilgili
teoremden f (Z)={nl,|ne Z}, R nin bir alt halkasi olur. Ayrica f(Z)={nl,|ne Z}, R nin
asal alt halkasi oldugu gosterilebilir (ODEV). Eger R nin karakteristigi sifir ise 1,nin
toplamsal mertebesi sonlu degildir ve Cekf ={xe Z‘f(x) =0, } ={xe Z|x1, =0,} ={0}

olup ilgili teoremden f birebir olur. Bu durumda Z = f(Z) olup R nin asal alt halkasi Z ye

izomorf olur. Simdi kabul edelim ki R nin karakteristigi p asal tamsayist olsun. Bu durumda
1, nin toplamsal mertebesi p oldugundan xe€ Z olmak iizere

xe Cekf & f(x)=0, © x1, =0, & plx < xe pZ
denkliklerinden Cekf = pZ oldugu anlasilir. O halde Homomorfizma Teoreminden

Z1pZ=f(Z) olur. Aynca pZ, h:Z—>Z, x—h(x)= x orten homomorfizmasinin

r’
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cekirdegi oldugundan yine Homomorfizma Teoreminden Z/pZ =7, olur. O halde

f(Z)=7Z, olup R nin asal alt halkas1 Z ,ye izomorf olur.



